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ШАР З ПОЧАТКОВИМИ (ЗАЛИШКОВИМИ) НАПРУЖЕННЯМИ ПІД ДІЄЮ ДВОХ 
ЦИЛІНДРИЧНИХ ШТАМПІВ 

 
В статті у рамках лінеаризованої теорії пружності, розглянуто змішану задачу про тиск пружних 

циліндричних штампів на шар з початковими (залишковими) напруженнями. Дослідження виконано в 
загальному вигляді для теорії великих початкових деформацій та різних варіантів теорії малих початкових 
деформацій при довільній структурі пружного потенціалу. В статті розглядається контактна задача для 
двох співосьових циліндричних штампів з початковими (залишковими) напруженнями, які взаємодіють із 
шаром з початковими (залишковими) напруженнями. Сформульована загальна постановка задачі, одержано 
граничні умови. В кругових циліндричних координатах [3, 4] для циліндрів і шару приводяться розв’язки 
лінеаризованих рівнянь в загальному випадку для стисливих і нестисливих тіл у випадку пружних потенціалів 
довільної структури для теорії великих (кінечних) початкових (залишкових) деформацій і різних варіантів 
теорії малих початкових деформацій. Знайдено загальні розв’язки для циліндричних штампів і шару. Виписані 
значення деяких величин, які використовуються в дослідженнях для гармонічного потенціалу, лінійно-
пружнього тіла, потенціалів Бартенєва – Хазановича і Трелоара. 

 
Постановка і граничні умови задачі 

Пружний необмежений шар з початковими (залишковими) напруженнями деформується під впливом 
тиску двох співвісних кругових штампів кінечної довжини і різних радіусів, в яких також присутні початкові 
(залишкові) напруження. Бокові поверхні пружних штампів, а також поверхні шару вільні від зовнішніх зусиль. 
В зоні контакту дотичними напруженнями нехтуємо. 

Враховуючи, що пружні штампи і шар виготовлені з різних ізотропних, трансверсально-ізотропних 
матеріалів, для визначення складових вектора переміщень і тензора напружень в пружних штампах і шарі 
маємо такі граничні умови. 

На торцях пружних штампів 
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На боковій поверхні пружних штампів  
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На границі пружного шару hy −=3  
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На границі пружного шару поза областю контакту 
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Розв’язок для шару вибираємо у вигляді [2, 2.162-2.165] для циліндрів з початковими (залишковими) 

напруженнями у вигляді [2, 4.90-4.94] 
Для рівних коренів 
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Тут 
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Для нерівних коренів 
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Тут 
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Задоволення граничних умов приводить до розв’язку системи інтегральних рівнянь Фредгольма 

другого роду 
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де ),( trR  і ),( trH  – симетричні ядра, 
 

∫
∞

−=
0

12 coscos)]()([),( rxdxtxxzxztrR , 

(15) 

∫
∞

=
0

2 coscos)(),( rxdxtxxztrH . 

 
Для побудови наближеного розв’язку 1θ  і 2θ  виражаємо у вигляді розкладу за поліномами Чебишева 

до степені 22 −N  
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де )(riω  - вагові функції, які залежать від форми основи штампів. 

Систему розв’язуємо методом коллокації, задовольняючи інтегральні рівняння в N заданих точках 

i
i

j Rr ≤≤ )(0 , Nj ,...,1= . Одержані системи можна записати у вигляді 
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Із аналізу розв’язку поставленої задачі випливає, що наявність початкових напружень у пружному шарі 
призводить до істотних змін закону розподілу контактних зусиль, при цьому у випадку стиску )1( 1 <λ  

контактні напруження істотно зменшуються, а у випадку розтягу )1( 1 >λ – збільшуються, а переміщення у 

випадку стиску )1( 1 <λ  значно зростають, при стиску )1( 1 >λ  – зменшуються. 
Товщина шару не впливає на характер початкових напружень. Вплив початкових напружень 

позначається тільки на їх величині і залежить від співвідношень радіусів штампів. 
Більш істотний вплив кількісного характеру початкові напруження надають у високо еластичних 

матеріалах порівняно з жорсткими матеріалами, якісний вплив має ідентичний характер. 
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